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Resumo

Esta dissertacao aborda temas ligados a pratica da informatica na educacao, inter-
pretacao e producao de comandos que relacionam a logica de programacao com conteudos
matematicos. Fizemos uma discussao sobre a importancia da informatica na educacao
e 0s benef cios que podem trazer para as aulas, se usada adequadamente. Abordamos o
software X-LOGO, suas potencialidades, limitacees e alguns cuidados que devemos tomar
ao utiliza-lo nas aulas de Matematica. Fizemos conjecturas de modelos matematicos no
programa e justi camos alguns resultados encontrados. Trabalhamos as primitivas e co-
mandos deste software com procedimentos logicos que zemos. Criamos procedimentos
logicos que somam numeros mpares; somam numeros naturais; identi cam se um numero
natural e ou nao primo atraves dos seus divisores; tambem criamos procedimentos que
usam o Metodo de Heron para aproximar ra zes quadradas; que constroem pol gonos
regulares atraves da recursividade; que calculam o MDC de dois numeros utilizando o
Algoritmo de Euclides; geram numeros pal ndromos (cap cuas) tambem por algoritmo re-
cursivo; identi cam as Desigualdades das Medias num c rculo de raio qualquer. Tambem
utilizamos o programa para estudar a Desigualdade Triangular, a partir de conjecturas
0 mesmo ocorreu com os C rculos Tangentes de Ford. Alguns dos temas nos tratamos
com uma atencao especial, trabalhando mais exemplos, fazendo provas das conjecturas
utilizando o Princ pio da Inducao Matematica para justi car.

Palavras-chave: Conjecturas Matematicas. X-LOGO. Logica de programacao.



Abstract

This dissertation addresses topics related to the practice of computing in education,
interpretation and production of commands that relate programming logic to mathema-
tical content. We discussed the importance of computer science in education and the
bene ts it can bring to the classroom, if used properly. We approach the X-LOGO soft-
ware, its potentialities, limitations and some precautions that we must take when using it
in Mathematics classes. We conjecture mathematical models in the program and justify
some results found. We worked on the primitives and commands of this software with
logical procedures that we did. We create logical procedures that add odd numbers; add
natural numbers; identify whether or not a natural number is prime through its divisors;
we also create procedures that use the Heron Method to approximate square roots; which
construct regular polygons through recursion; that calculate the MDC of two numbers
using the Euclidean Algorithm; generate palindromes (cap cuas) also by recursive algo-
rithm; identify the Inequalities of Averages in a circle of any radius. We also used the
program to study Triangle Inequality from conjectures, as did the Ford Tangent Circles.
Some of the themes we deal with with special attention, working more examples, making
proofs of the conjectures using the Principle of Mathematical Induction to justify.
Keywords: Mathematical Conjectures. X-LOGO. Programming logic.
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INTRODUCAO

0.1 JUSTIFICATIVA

Este trabalho e direcionado a professores de Matematica da educacao basica, en-
sinos fundamental Il e medio, na tentativa de facilitar o ensino dos numeros racionais,
mostrando as relacees atraves das quais estes se apresentam, desde as representacees ( gu-
ras), formas fracionarias e decimais, porcentagem e d zimas periodicas. A aplicacao desta
metodologia tem por objetivo apresentar ao educando as relacees existentes as varias for-
mas de se representar um numero racional. entre as que desejam quebrar a rotina das
aulas utilizando o software X-LOGO, e buscam uma referéncia com algumas atividades
para desenvolver em sala de aula. Aqui este professor ira encontrar sete temas que en-
volvem Geometria e Algebra. Obviamente os temas nao poderao ser desenvolvidos em
sua totalidade, haja vista que ha discussees que excedem o conteudo do ensino basico,
exceto para alunos mais avancados, ou que fazem parte de grupos de treinamento para
Olimp ada de Matematica, ou de Iniciacao Cient ca. Contudo a parte pratica pode ser
trabalhada na ntegra.

Segue como sugestao inicial que o professor faca uma introducao do programa,
falar de seus comandos, primitivas, procedimentos e interpretacao deles, a m de que os
trabalhos nao sejam apenas mecanizados e possam entender em cada passo 0 que esta
acontecendo no processo. Entretanto, se o professor dispor de um tempo muito curto
para atividades extra-curriculares, sugiro que os comandos e primitivas sejam inseridos
de acordo com a sua necessidade e utilizacao. Com isso ele ganha tempo para as atividades
que considera mais relevantes.

Inserimos neste trabalho alguns temas que podem servir para uma eventual ini-
ciacao a programacao basica na secao, e outros que misturam conteudos matematicos
com logica de programacao na subsecao. Eles podem ser desenvolvidos com alunos dos
primeiros anos do Ensino Fundamental 11 e Ensino Medio.

A seguir apresentaremos os temas que desenvolvemos neste trabalho e o n vel do ensino
basico em que eles podem ser tratados.

Os comandos e a intrepertacao deles no X-LOGO, descritos no cap tulo 1 podem ser



trabalhadas a partir das series iniciais do Ensino Fundamental | o que pode inclusive
auxiliar na percepcao geometrica dos discentes.

No cap tulo 2 O Metodo de Heron para aproximar ra zes quadradas, e muito e ciente
e simples, podendo ser trabalhado com alunos do sexto ano do ensino fundamental
Il. A demonstracao do metodo e exclusivamente para o professor.

Os pol gonos regulares podem ser trabalhados com alunos a partir do sexto ano do
ensino fundamental.

O Algoritmo de Euclides no cap tulo pode ser desenvolvido com alunos a partir
do sexto ano do ensino fundamental, exceto a demonstracao, logo apos inserir o
conceito de Maximo Divisor Comum. Normalmente nesta serie os livros didaticos
trazem apenas 0 metodo da fatoracao ou 0 metodo dos divisores comuns. Introduzir
0 Algoritmo de Euclides com o computador pode se encaixar como atividade com-
plementar. Ja a parte da demonstracao pode ser trabalhada com alunos de per |
diferenciado.

A atividade sobre numeros pal ndromos na secao tambem podem ser tratada com
alunos a partir do sexto ano do ensino fundamental. Aparece neste momento mais
uma vez a oportunidade do professor utilizar o editor de texto para escrever 0s
procedimentos. Este e um pouco mais complexo, mas colocamos um passo a passo
explicando cada bloco de codigo para facilitar o entendimento. E importante que
este passo a passo tambem seja feito com os alunos, principalmente se os alunos
forem iniciantes no programa.

A parte que trata da Desigualdade Triangular no cap tulo 1.2.2 pode ser trabalhada
com ensino fundamental, exceto a discussao sobre o angulo de giro, que utiliza a lei
dos cossenos, esta aconselhamos que seja feita com alunos de ensino medio.

A desigualdade das medias e prefer vel tratar apenas com alunos do ensino medio.

Os C rculos Tangentes trabalhado no cap tulo 2 foi dividido em trés partes, a saber,
a pratica, conjectura e a parte teorica. A parte pratica e a conjectura pode ser tra-
tada com alunos do Ensino Medio, ja a demonstracao de que os pontos de tangéncia
sao racionais zemos exclusivamente para o professor, mas isto nao impede que estas
atividades sejam feitas com alunos mais avancados, desde que tenham maturidade
su ciente para entender estes temas.

Vale ressaltar que a maior parte das guras deste trabalho foram constru das no
Geogebra, isto ocorreu porque 0 X-LOGO exporta guras de baixa resolucao, o que



di culta a visualizacao do leitor. Por esta razao optamos por utilizar o Geogebra para
construcao da maior parte das guras. Isto tambem justi ca o fato de que algumas guras
extra das do X-LOGO foram resultados de print da tela do computador, o que tambem
compromete a qualidade da visualizacao.

Outra consideracao importante sobre este trabalho e que durante o texto toda a
vez que escrevemos um comando ou primitiva optamos por destacar em italico para evitar
confusees com as demais abordagens do texto.

0.2 OBJETIVOS

0.2.1 OBJETIVOS GERAIS

Estimular o estudo da matematica promovendo o desenvolvimento da autonomia,
racioc nio logico-matematico, possibilitando ampliacao no conhecimento e no desen-
volvimento dos alunos das series nais do ensino fundamental e tambem do ensino
medio.

0.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Fazer conjecturas para solucao e generalizacao de problemas matematicos.
Utilizar o software X-LOGO como ferramenta para inserir conteudos matematicos.
Trabalhar tecnicas e estrategias de resolucao de problemas.

Utilizar a informatica como ferramenta para o ensino de matematica na educacao
basica.

Introduzir conceitos basicos de programacao a m de agucar o racioc nio logico dos
alunos, bem como tentar despertar interesse sobre 0 tema.

Promover o estudo de ferramentas do software X-LOGO.

Estimular a criatividade dos discentes, bem como a iniciativa pessoal.

0.2.3 USO DE SOFTWARES EDUCACIONAIS E APLICA-
TIVOS

Deixamos este subitem para fazer uma re exao acerca do uso de softwares aplica-
tivos em sala de aula, suas vantagens e desvantagens na utilizacao, como recurso didatico,



bem como, a necessidade de ampliar as ferramentas para facilitar o ensino-aprendizagem
de Matematica.

A geracao atual de discentes e imediatista, 0 que explica, em parte, a evidente
insatisfacao com as aulas ditas "tradicionais", ou seja, aulas expositivas nas quais sao
utilizados apenas o quadro e o giz. Eles julgam esse tipo de aula como sendo pouco
din&mica. Na verdade muitos deles cam horas nas redes sociais, mas nao tem paciéncia
de car uma hora estudando Matematica. Neste contexto, cabe ao professor alertar
seus alunos que a Matematica nao se aprende num unico dia. O conhecimento deve ser
constru do gradativamente. Deve-se estudar um pouco a cada dia para xar o aprendido
e tambem agregar novos conhecimentos ao que ja se sabe. Ninguem aprende violao hoje
e amanha comeca a tocar numa banda de sucesso. Um dos motivos para o fracasso dos
alunos nas avaliacees internas e externas e o fato de estudarem, apenas, as vesperas das
provas. Eles aprendem o que acham necessario para si, e para eles a materia da prova so e
necessaria quando a avaliacao se aproxima. Na verdade, nosso objetivo aqui nao e discutir
o fracasso escolar, mas vale lembrar o que diz Alicia Fernandez: \... A aprendizagem
acontece em um v nculo, se ela e um processo que ocorre entre subjetividade, nunca uma
unica pessoa pode ser culpada. A culpa, o considerar-se culpado, em geral, esta no nosso
imaginario..." (2001, p.321). Quadros et al (2015) em Causas e consequéncias do fracasso
escolar: no incio da escolaridade, destaca a motivacao do alunos como um dos seis
determinantes para o fracasso escolar: o contexto econdmico e social, o contexto familiar,
0 contexto educacional, os professores, o fracasso no interior da escola e a motivacao do
aluno. Assim o aprender por aprender nao existe: os alunos precisam saber para que e por
que precisam saber determinado assunto. Atualmente os alunos motivam-se apenas com
a t pica aprendizagem utilitaria, isto e, so se aprende se for util, necessario para entrar no
mercado de trabalho, visando ao retorno nanceiro.

A internet invade nossos lares com todas as suas cores, seus movimentos e sua
velocidade, fazendo o inacess vel tornar-se acess vel, como navegar pelo corpo humano e
visualizar a Terra do espaco sem sair do lugar. E dif cil, portanto, prender a atencao do
aluno em aulas feitas com conjunto lousa + professor. Entao, por que fazemos o mesmo
quando se podemos fazer diferente? Uma vez que os alunos gostam tanto de aulas que
utilizam a tecnologia, por que nao aproveitar essa oportunidade e usa-la a nosso favor?
A aula pode entusiasmar os alunos de maneira ao menos parecida com que sao excitados
pelos jogos e Imes de alta qualidade e com efeitos especiais.

A escola precisa modernizar-se a m de acompanhar o ritmo da sociedade e nao se
tornar uma instituicao fora de moda, ultrapassada e desinteressante. Embora lentamente,
ela esta fazendo isso. Saber que o aluno aprende com o que lhe prende a atencao todos
sabem. A questao e: estao os professores, as escolas e 0s sistemas de ensino preparados



para tal mudanca? Aulas modernizadas pelo uso de recursos tecnologicos tém vida longa
e podem ser adaptadas para varios tipos de alunos, para diferentes faixas etarias e di-
versos n veis de aprendizado. O trabalho acaba tendo um retorno muito mais e caz. E
importante, no entanto, que haja nao apenas uma revolucao tecnologica nas escolas. E
necessaria a revolucao na capacitacao docente, pois a tecnologia e algo ainda a ser desmis-
ti cado para a maioria dos professores. Existe uma in nidade de programas dispon veis
para atividades interativas e jogos; porem, alguns professores nao sabem como utiliza-los.

Utilizar o computador em sala de aula e 0 menor dos desa os do professor: utilizar
o computador de forma a tornar a aula mais envolvente, interativa, criativa e inteligente e
que parece realmente preocupante. O simples fato de transferir a tarefa do quadro para o
computador nao muda uma aula. E fundamental que a metodologia utilizada seja pensada
em conjunto com os recursos tecnologicos que a modernidade oferece. O Ime, a lousa
interativa, o computador, etc., perdem a validade se nao se mantiver o objetivo principal:
a aprendizagem. De acordo com Giraldo et al: "...evidenciar aos estudantes a necessidade
de construir argumentos matematicos, e evitar que eles atribuam ao computador um
estatuto de verdade matematica...””. Entendemos com isto que as proprias limitacees que
0s softwares possuem servem como argumento de necessidade de fazer uma justi cativa
matematica.

O conhecimento tem presenca garantida em qualquer projecao que se faca do fu-
turo. Neste contexto, cabe a escola ampliar o conhecimento como espaco de realizacao
humana, de alegria e de contentamento cultural; selecionar e rever criticamente a in-
formacao; formular hipoteses; ser criativa e inventiva. Inovar, planejar se a medio ou lon-
gos prazos, fazer sua propria reestruturacao curricular O uso de tecnologias na disciplina
Matematica torna-se, a cada ano de certa forma obrigatorio, porque ha uma necessidade
cada vez maior de mostrar aos alunos, que a matematica que eles véem em sala de aula
tém aplicacees em diversos ramos do conhecimento.

De acordo com Giraldo et al:

"...E importante destacar que, no encaminhamento proposto acima, nao e
papel do computador converter-se em um criterio para veri car ou con rmar
a validade matematica da solucao. O papel fundamental do computador e
0 de motivar conjeturas e indicar caminhos para a solucao do problema e
para a generalizacao desta solucao, alem de enriquecer a compreensao desta
solucao por meio da articulacao entre as representacees algebrica e gra ca. A
validade ou nao da solucao devem ser baseadas exclusivamente em criterios de
argumentacao matematica...""(GIRALDO et al, 2012, p. 44)

Segundo o autor primeiro deve-se partir da exploracao de um exemplo particular no
ambiente gra co, o que nos permite chegar a uma conjectura sobre a solucao do problema.



Em um segundo momento, veri ca-se matematicamente a validade desta conjectura. Em
seguida, deve-se voltar ao computador para a interpretacao gra ca do resultado.

Finalmente, generalizamos o resultado, por meio de argumentos matematicos. To-
dos estes passos estao ilustrados a seguir na gura .

Figura 1. O papel do computador na exploracao inicial e na interpretacao dos resultados

computador verificacao computador generalizagao
exploraco inicial {wesp| matematica |mesp| inferpretacio || matematica
conjecturas do problema da solu¢do da solugao

O nosso trabalho foi in uenciado parcialmente pelo modelo proposto por Giraldo,
isto esta bem claro no cap tulo 2.

IFONTE: GIRALDO, Victor; et al. Recursos Computacionais no Ensino de Matematica. Colecao
PROFMAT. 1° edicao. Rio de Janeiro. Sociedade Brasileira de Matematica. 2012. p. 44



1 Numeros Racilonais



1. INTRODUCAO

Chamamos numero racional a qualquer numero que possa ser colocado como razao
a/b entre dois numeros naturais, sendo b diferente de 0. O software X-LOGO e um
interpretador LOGO escrito em java que, atualmente, roda em 8 idiomas: alemao, arabe,
francés, inglés, espanhol, portugués, galés e esperanto. Distribu do sob licenca GPL, e
um software livre e gratuito. Sua licenca pode ser encontrada na internet.

Esta linguagem desenvolvida nos anos 70 por Seymour Papert 1. Ela e excelente
para iniciar os estudos de programacao, e ensina o basico sobre temas como loops (lacos),
condicionais, procedimentos, etc. O usuario pode mover uma tartaruga dentro de uma
janela, usando comandos simples como "parafrente™, "paratras", "paradireita™, ou suas
abreviacees, respectivamente, "pf", "pt" e "pd" entre outros comandos. Com cada mo-
vimento, a tartaruga deixa ou nao um "‘rastro”atras de si (desenha uma linha) e desta
maneira se criam desenhos. Tambem e poss vel lidar com palavras e listas. Ele e um
software de Matematica Dinamica que une diversos campos da Matematica como por
exemplo: Geometria, Algebra e Calculo Diferencial e Integral. Markus Hohenwarter e
uma equipe internacional de programadores auxiliaram no desenvolvimento deste soft-
ware, para aprender e ensinar matematica nas escolas. Os conceitos matematicos podem

1Seymour Papert (Pretoria, 1 de Marco de 1928 { Blue Hill, Maine, 31 de julho de 2016) foi
um matematico e proeminente educador estadunidense nascido na Africa do Sul. Lecionava no Mas-
sachusetts Institute of Technology (MIT).Papert estudou na Universidade de Witwatersrand, gradu-
ado em 1949 e obteve um PhD em matematica em 1952. Recebeu outro ttulo de PhD, tambem
em matematica, na Cambridge University em 1959, onde foi orientado por Frank Smithies.Ele foi
0 teorico mais conhecido sobre o uso de computadores na educacao, um dos pioneiros da inte-
ligénciahttps://www.overleaf.com/project/5c¢47895¢9104dd239b5499eb arti cial e criador da linguagem
de programacao LOGO (em 1967), inicialmente para criancas, quando os computadores eram muitos
limitados, nao existia a interface gra ca e muito menos a internet. Na educacao, Papert cunhou o termo
construcionismo como sendo a abordagem do construtivismo que permite ao educando construir o seu
proprio conhecimento por intermedio de alguma ferramenta, como o computador, por exemplo.Desta
forma, o uso do computador e defendido como auxiliar no processo de construcao de conhecimentos, uma
poderosa ferramenta educacional, adaptando os princ pios do construtivismo cognitivo de Jean Piaget a
m de melhor aproveitar-se o uso de tecnologias.Papert morreu em sua casa em Blue Hill, Maine, em 31
de julho de 2016.



ser solidi cados com este programa, por exemplo para constru rmos um triangulo, preci-
samos conhecer os conceitos de &ngulo externo, condicao de existéncia de tri@ngulos, sem
0s quais nao poderemos formar a gura. Trabalhamos alguns comandos e interpretacao
deles de forma din&mica.

1.1 COMANDOS E INTERPRETACAO

Antes de comecar a tratar dos comandos e suas interpretacees, e importante lem-
brar que quando eles surgirem no texto destacaremos em italico. O X-LOGO permite
que certos eventos sejam disparado por comandos internos, esses comandos sao chama-
dos primitivas. Cada primitiva pode ter um certo numero de par@metros os quais s&o
chamados argumentos. Por exemplo, a primitiva "ld", que limpa a tela de desenho, a
primitiva "dt", faz com que a tartaruga desapareca, essas primitivas nao exigem nenhum
tipo de argumento, enquanto que a primitiva “parafrente™ ou "pf"" exige um argumento,
por exemplo, pf 30 faz a tartaruga andar 30 passos para frente.

As primitivas pf e pd tem uma importéncia especial para o nosso trabalho, pois a
primeira traz a ideia de segmento e a segunda de angulo de giro.

Os argumentos no LOGO sao de trés tipos:

1. Palavras: Sao sinalizadas pelo s mbolo aspas (). Um exemplo de primitiva que
utiliza uma palavra como argumento e a primitiva mostre. mostre "Oi devolve Oi.
Note que se por acaso este s mbolo for esquecido o interpretador retornara com uma
mensagem de erro. De fato, o comando mostre espera um argumento, sendo assim
para o interpretador a palavra (Oi), por exemplo nao signi cara nada, uma vez que
nao e um numero, uma comando, uma lista, ou qualquer outra coisa de nida em um
procedimento. Ela deve ser acompanhada do s mbolo aspas (**) para que o programa
a interprete como parte de uma procedimento ou lista.

2. Listas: Sao argumentos de nidos entre colchetes. Por exemplo, o0 comando repita
4[pf 100 pd 90] ira repetir 4 vezes o processo de andar 100 passos de tartaruga para
frente e virar 90 para a direita, tendo como resultado um quadrado de lado 100
passos de tartaruga. No apéndice deste trabalho estao alguns procedimentos para
consulta.

3. Numeros: eles podem ser qualquer das trés variacees de argumento, pois algumas
primitivas exigem numeros como argumento, por exemplo: pd 100, a tartaruga
vira 100 para direita. Eles sao tratados em algumas inst&ncias como um valor
numerico por exemplo: pt 100, a tartaruga percorrera 100 unidades de passos de
tartaruga para tras e em outros casos sao tratados como palavra, por exemplo:
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mostre evazio? 12, o programa julgara se a palavra seguinte e verdadeira ou falso,
neste caso escrevera falso.

1.1.1 EXEMPLOS DE COMANDOS

Nesta secao listamos alguns exemplos de comandos. E obvio que nossa intencao
aqui nao e esgotar todos os comandos, e sim trazer a funcionalidade de alguns que foram
utilizados neste trabalho e outros que chamam atencao por suas particularidades.

REPITA

Este comando e muito pratico para procedimentos logicos, porque evita que se
escreva mais de uma vez uma sequéncia logica de procedimentos. Abaixo esta um exem-
plo de como construir um quadrado de uma vez so. Este comando como 0 nome mesmo
diz, repete o procedimento escrito entre parénteses a quantidade de vezes que foi pre-
determinada. Observe que, durante o passo-a-passo da construcao (subitem ??7??7??
escreveu-se quatro vezes o comando pf e se desejarmos que a tartaruga volte a posicao
inicial, se escrevera tambem 4 vezes o comando pd 90, caso contrario digitando trés vezes
este comando sera su ciente para se construir o quadrado. Por esta razao escreveu: repita

4[ pf 100 pd 90]. O detalhes da construcao do quadrado estao apresentados na secao
2992727772

ROTULE

Este comando faz com que seja escrita uma mensagem, s mbolos ou palavras na
area de transferéncia. Resolvemos fazer um texto que pisca com a frase BOM FIM DE
SEMANA para tanto basta escrever na caixa de entrada:
repita 8000 [mudecl verde rotule [BOM FIM DESEMANA] mudecl vermelho rotule [BOM
FIM DESEMANA] mudecl branco rotule] BOM FIM DESEMANA]]

O efeito visual sera como se o texto estivesse piscando em cores diferentes, mas na verdade
0 que o programa faz e pintar o texto alternadamente nas cores vermelho, branco e verde,
respectivamente, o programa fara isto 8000 vezes.

Um bom exerc cio seria utilizar o comando rotule para rotular pontos plotados pon-
tos na area de transferéncia. A utilizacao deste comando se da em meio a procedimentos
logicos.

LEIA

Este comando faz aparecer um retangulo na tela do X-LOGO, pedindo uma in-
formacao pre-determinada. Exemplo: LEIA [ QUANTOS ANOS VOCE TEM?] "IDADE
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Depois de fornecida a informacao pedida pelo programa, ele apenas |€ e armazena
a informacao na sua memoria. Normamente este comando n&o e utilizado isoladamente
sua funcionalidade esta na criacao de procedimentos logicos, como 0s que tratamos na
subsecao 1.2.

Vale ressaltar que e necessario que seja introduzido no nal do procedimento o
s mbolo \ acompanhado de uma palavra ou letra, senao o procedimento cara incompleto.
Esta palavra nao precisa necessariamente ter relacao com o tema do texto a ser lido para
que o comando funcione, ela serve apenas para completar o0 comando, no entanto, para
que nao que muito desconexo e importante colocar palavras que tenham relacao com a
informacao que se deseja que 0 X-LOGO processe.

Depois de fornecida a informacao pedida pelo programa, ele apenas 1€ e armazena
a informacao na sua memoria. Normamente este comando n&o e utilizado isoladamente
sua funcionalidade esta na criacao de procedimentos logicos, como os que foram tratados
em 1.2. A gura 1.1 ilustra o resultado do comando.

Figura 1.1: Uso do comando Leia

a ¥logo -
Cﬁm;‘dﬂ' r | :
v 1 . —%
x ¢ R
% "

Y o IE
¥ ¢ ' ] %
% . auosancsvoct e = 2 EH %
v i : » ¥
¥ ¥ I

- s - as e Y as

LEWA [ QUANTOS ANOS VOCE TEM?) IDADE Edtor  Pare
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MENSAGEM

Este comando faz aparecer uma mensagem escrita numa janela na caixa de entrada.

Exemplo: MENSAGEM [ A EDUCACAO E UM DIREITO DE TODOS]
Vide a gura 1.2.

Figura 1.2: Uso do comando mensagem

Mogo
Comando:
| . ‘» W [f
gl i *
% 1 [ = | % &
'TJ
L I » 9 T
* J." A EDUCACAO E UM DIREITO * ‘T
4 DE TODOS ] »
% ®
E ] X oK % P ;
* ¥ .
de *‘ e - e - i - e - AT !'l'
MENSAGEM [ A EDUCAGAO E UM DIREITO DE TODOS] Ector | Pare

1.2 PROCEDIMENTOS

Procedimentos sao comandos criados pelos usuarios que sao digitados no editor

de textos eles se iniciam com a palavra "aprenda'e terminam com a palavra " m". Na
gura 1.3 , situada abaixo, estao o resultado e o procedimento simples que constroi um

triangulo. Procedimento: repita 3[pf 100 pd 120]
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Figura 1.3: Procedimento simples para construir um triangulo

Arguive  Edic3o  Feramentas  Ajuda nEd'rtc-.r
Tamanda
A . . " BCEXDBE
B
sﬁ aprends ianguio
repita 3] pl 100 pd 120
l ffirri
¥ *
3
¥
.
44 — >
o o o » -
Vacs definiu fiangulo ;
wdnguin -
’ Comando principal. | |

1.2.1 EDITOR

Neste subitem vamos fornecer algumas dicas de como se trabalhar com o editor de
textos
Ha trés modos de abrir o editor:

1. escrevendo ed na linha de comandos (na parte superior da tela). O editor abre para
exibir todos os procedimentos ja de nidos.

2. pressionando o botao Editor no canto inferior direito da janela do XLogo;
3. utilizando as teclas de atalho Alt+E.

A gura 1.4 abaixo mostra a janela do editor.



Figura 1.4: Editor de texto

Editor

- ] X

¥ o9 xmE »
|

’ Comando principal

Na gura 1.5 2 os botees que vocé encontrara no Editor:

4

A

=
S

b

Figura 1.5: Botees do editor

Fecha o editor e guarda (salva)
0 que foi feito. Este é o botdo
que deve ser pressionado sem-
pre que escrever Novos coman-
dos ou fizer alteragdes nos pro-
cedimentos. Se preferir, utilize
as teclas de atalho ALT+Q.

Sai do editor sem salvar nenhu-
ma das mudancas feitas. Vocé
também pode utilizar as teclas
de atalho ALT+C.

Imprime o contetdo do editor.

Copia o texto selecionado para
o clipboard.

2 JIPN

o

Este botdo aparece na base do
editor com uma caixa de texto
para definir um comando prin-
cipal, ou seja, o comando que
serd executado ao dlicarmos
no botdo correspondente da
janela principal. Este comando
principal sera salvo junto com
0 arquivo .Igo.

Recorta o texto selecionado
para o clipboard.

Cola o texto armazenado no
clipboard.

Localiza e substitui termos no
editor.

14

Vale ressaltar que clicar no botao que habitualmente utilizamos para fechar jane-

2X-LOGO. Manual do Usuario. Dispon vel em:<http://xlogo.tuxfamily.org/pt/>. Acesso em 10 jun.

2017
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las no computador (x), no canto superior direito da janela de t tulo, nao produz efeito
algum. Somente os dois primeiros botees acima citados permitem sair do editor. Para
apagar (eliminar) procedimentos, nao adianta utilizar a tecla BACKSPACE ou selecionar
tudo e deletar os procedimentos do editor, pois eles so desaparecerao se utilizarmos as
primitivas elimine, eliminetudo ou et. Com relacao ao uso de caracteres deve se tomar
alguns cuidados. Por exemplo o caractere barra invertida, ou backslash "  “permite
colocar espaco entre palavras ou uma nova linha. O comando " n"faz a quebra de linha
enquanto " ''seguido de um espaco, indica espaco numa palavra.
Exemplo: mostre Geometria  plana

Geometria plana

mostre Geometria n plana

Geometria

plana

Se desejar escrever o caractere " ''sera necessario escrevé- duas vezes " "
mostre xlogo. Obtém-se:

/ xlogo

Da mesma forma os caracteres \ $ () [] #" sao reservados para a linguagem Logo.
Sendo assim, se necessitar representa-los, sera necessario utilizar o caracter ™ ™antes.
Exemplo:
mostre =(=xlogo=)

(/xlogo/)
Vale ressaltar que o XLOGO nao faz distincao entre maiusculas e minusculas para proce-
dimentos e primitivas. Sendo assim, tanto faz escrever QUADRADO ou qUADdRAdO,
o0 interpretador de comandos o "traduzira'e executara corretamente como na gura 1.6.
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Figura 1.6: Resultado do procedimento que constroi um quadrado
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Por outro lado, XLOGO faz distincao para listas e palavras: mostre "CaMpEaO
¥ "CaMpEaO (as letras maiusculas e minusculas sao mantidas como escritas).

1.2.2 PROCEDIMENTOS LOGICOS

Destacaremos aqui alguns procedimentos logicos basicos que podem ser compilados
no X-LOGO.

PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS IMPARES

Vamos criar um procedimento que soma 0s n primeiros numeros mpares. Abrindo
o0 editor de textos digite os seguintes comandos.

aprenda quadradoperfeito
leia [Quantos numeros mpares vocé deseja somar?] "n
se :n>0 [sa da :n*:n]
m

Apertando o botao que tem o formato da roupa da tartaruga o programa respon-
dera com uma mensagem na caixa de sa da: vocé de niu quadradoperfeito. O comando

IEEIEIEE




17

funcionara ao digitar quadradoperfeito na caixa de entrada. Fazendo isto ira aparecer na
tela uma janela com a mensagem: Quantos 0s humeros mpares voce deseja somar?. De-
pois que o usuario escrever a quantidade e apertar a tecla ENTER o programa respondera
como mostraa gura 1.7. O procedimento criado fara com que o programa leia 0 numero
digitado na caixa de entrada atraves do comando leia e 0 armazenara em sua na memoria,
em seguida fara as operacees de nidas no procedimento. A sa da e a resposta que o pro-
grama da ao procedimento criado. Neste caso : n : n, ou seja, elevar ao quadrado o
numero digitado. A demonstracao deste fato esta no Apéndice deste trabalho.

Figura 1.7: Soma de numeros mpares

& ¥ >
® | g
9 . »
x ¥ ] .
; . T ——— T
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@« ® «* -~ «® % "

acé deliniu guadrsdoperena
quropoeii

A justi cativa de que este procedimento sempre resulta num quadrado perfeito e
simples e pode ser feita utilizando o princ pio da inducao matematica.

PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS NATURAIS

O procedimento abaixo soma os primeiros n numeros naturais. Abra o editor e
digite:
aprenda somanaturais
leia [Quantos numeros naturais vocé deseja somar?] "'n
se :n >0 [sa da :n*(:n+1)/2]
m
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O procedimento multiplica 0 numero natural digitado por seu sucessor, em seguida divide
por dois o resultado. A n vel medio o professor podera aproveitar 0 momento para co-
mentar sobre a soma dos termos de uma progressao aritmetica de razao 1. A justi cativa
desta expressao pode e feita pelo princ pio da inducao matematica e, se encontra nos
Apendices deste trabalho.

PROCEDIMENTO QUE IDENTIFICA SE UM NUMERO E PRIMO OU SE
TEM ALGUM DIVISOR

Nesta subsecao aparece um conceito basico de programacao que e a ideia do looping.
Segundo Manzano e Oliveira (2005), o looping e 0 processamento de um determinado
trecho do programa, tantas vezes quantas forem necessarias. Ele tambem e chamado de
lacos ou malhas de repeticao.

Colocamos um procedimento bem interessante que identica atraves do comando
vai se um numero e multiplo de algum outro, e ainda interage com o usuario mostrando
qual e o seu menor divisor, caso seja multiplo, ou a rmando que ele e primo. Para funci-
onar basta escrever vai 15 o programa determina se 0 numero e primo, caso contrario ele
responde que e multiplo, e mostra seu menor fator primo. Este procedimento foi extra do
do site Projeto Logo 3. O procedimento abaixo ilustra a situacao.
aprenda vai :x
se :x = 1 [mo [Por de nicao, o numero um (*'1") nao e um numero primo] paretudo]
se :x / 2 = inteiro (:x / 2) [mo sn [O numero] sn :x [e par] pare] repita :x - 1
se 0 = resto :x (1 + cv) [mo sn [O numero] sn :x [e multiplo de:] [mo 1 + cv paretudo]
se CV CV =>:X mo sn :X [e um numero primo!][ paretudo]

m
Aparece neste momento o conceito de Condicionais* que e muito importante em pro-
gramacao. A ideia matematica basica utilizada aqui e a do Crivo de Eratostenes, note
que o procedimento excluiu o algarismo 1, caso ele seja digitado o programa imediata-
mente responde: 1 nao e um numero primo, em seguida, o programa vai guardando os
restos da divisao do numero digitado x por numeros primos, se em algum momento este
resto da divisao for zero o programa responde: e multiplo de y, caso contrario ele continua
iterando ate quando y? < X, se isto ocorrer o programa responde: X e um nuUMero primo.

3Fonte:Projeto Logo. Dispon vel em: <http://projetologo.webs.com/dsf/>. Acesso em: 18 jan 2018.
40s condicionais tem por nalidade tomar uma decisao. Eles sao de trés tipos: simples, compostos e

encadeados. No caso dos condicionais simples, aparece apenas uma condicao a ser satisfeita, no caso dos
condicionais compostos 0 programa deve tomar uma decisao diferente a cada resposta ao procedimento,
enquanto que nos condicionais encadeados novas decisees sao tomadas depois das respostas do programa
as decisees anteriores



19

JUNTANDO DOIS PROCEDIMENTOS

Antes de juntar os procedimentos vamos escrever e comentar algumas abreviacees
de comandos que serao utilizados.

Comando || Abreviacao Interpretacao

atribua atr atribui valor a uma variavel

primeiro pri retorna o primeiro elemento de uma lista ou palavra.
mostre mo mostra a palavra, resultado da lista, numero.

Tabela 1.1: Comandos necessario

Vamos aperfeicoar nosso procedimento, digitando o seguinte procedimento no edi-
tor de textos:
aprenda idade
leia [ Qual e a sua idade?] "idade
atr "idade pri :idade
se :idade<18 [mo [voce e menor de idade]]
mensagem [ O RESPEITO E UMA GRANDE VIRTUDE]
m

Mostra um retangulo, que pergunta a idade, quando se digita a palavra idade na
caixa de entrada. Ao se fornecer a idade o procedimento informa que a pessoa e menor e
ainda fornece uma mensagem. Estes procedimentos logicos sao de suma importancia para
agucar o racioc nio dos alunos. A ideia e que eles pensem matematicamente para resolver
0s problemas citados, utilizem o programa para ver car que a conjectura matematica
funciona, e por ultimo, quando couber ao publico alvo, veri car o porqué dela funcionar.



2 TEMAS MATEMATICOS

2.1 METODO DE HERON PARA APROXIMACAO
DE RAIZ QUADRADA

Nesta secao vamos trabalhar o Metodo de Heron! para aproximar ra zes quadradas
apresentando um algoritmo recusivo simples que converge para a raiz quadrada.

2.1.1 O ALGORITMO E SUA DEMONSTRACAO

O algoritmo funciona da seguinte maneira: assumindo ag COMo uma aproximacao
inicial da raiz quadrada de um numero realA, temos:

ao+a—
a; = 0

Uma aproximacao melhor sera dada pela iteracao seguinte:
A

Prosseguindo desta forma teremos uma aproximacao por excesso melhor a cada iteracao.
Apos a escolha de uma aproximacao inicial ag, podemos construir o algoritmo:

ak 1+a—
a = k1 8k2N
2
. : P~
E facil veri car que a, A, 8k 2 N. A
De fato, pois se A = a b, sendoa:ak>0e0<b:a—, 8k 2 N, da pela
k

desigualdade das medias:

1Herao ou Heron de Alexandria foi um matematico que muito se destacou vivendo, provavelmente, no
per odo de 150 a.C. a 250 d.C., ele contribuiu bastante em seus trabalhos para a Matematica e F sica de
forma numerosa e variada, sendo considerado um enciclopedista. No seu Livro A Metrica, encontra-se o
metodo de Herao de aproximar a raiz quadrada de um numero inteiro. Tal metodo e hoje frequentemente
utilizado em algor tmos por computadores e permite aproximacees sucessivas.
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A
a+— ¥V——
Ak A_p_
a —= A 2.1
5 < (21)

Para cada iteracao numero naturalk, encontraremos um numero ay, aproximacao por

ak+1 =

falta de pﬂ. Suge entao o0 seguinte questionamento: quantas dessas iteracees serao sa-

tisfatorias? A m de evitar que o programa entre numa rotina de calculos exaustivos

devemos impor um limite de iteracees, que sera controlado por um erro da aproximacao.

Por exemplo, se quisermos obter uma aproximacao com 6 casas decimais corretas, usamos

uma aproximacao " = 10 © e devemos, a cada iteracao, checar se o termo a, encontrado

satisfaz a precisao " imposta inicialmente. O erro e dado por Ex = jaZ Aj. Se Ei for

menor que a precisao ", entao tome ax como raiz aproximada.

Exemlglo: Aproximar pé pelo metodo de Herao com precisao de " = 10 5. Como

2 < 6 < 3, tomamos como aproximacao inicial a; = 2,4. Testamos o erro da apro-

ximacao inicial. Como j2;4? 6j > 1.

Continuamos as iteracees: Fazemos: k = 1 teremos:

24+ >
’ 2;4

= 2;45.
2 )

a; =
Como j2;45% 3j> 10 2, continuamos as iterando:

Para k = 2 teremos:

2: 45 + 2_—‘15
8y = ———" = 2:44948979502.

E como j2;44948979592° 6j > 10 8, se continuarmos as iteracees no proximo
passo teremos:

6
2;44948979592 + > 44948979592

az = 5 = 2,44948974278.

Usando a mesma expressao para o calculo de " observaremos que az e uma apro-
. P : : 6
ximada de ~ 6, com precisao ainda melhor que 10 °.

2.1.2 IMPLEMENTACAO NO X-LOGO

No programa utilizamos o comando mostre para realizar esta tarefa. Vale ressaltar
que o algoritmo funcionaria se colocasse apenas 0s numeros, no entanto o programa daria
a seguinte resposta para o usuario:O que devo fazer com ...?, indicando que nao sabe o
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que fazer com a resposta. Agora ao utilizar o comando mostre ja estaremos indicando
que e para 0 programa apenas mostrar o resultado da recorréncia.
: . . P . :
A gura 2.1 ilustra a situacao de uma aproximacao para 3 incluindo o calculo do
erro no X-LOGO.

Figura 2.1: Aproximacao de Heron para raiz quadrada de 3 com precisao de 8 casas

decimais
1] Elogo - o EH
Argquive Edicdo Ferramentas Ajuda
Comands: |
¥ ‘ v N
¥ v L ® 7
b |
% % %
p . 4 » W P
o o R=]
& 3 " # £
o = - s P ™4 k
mostra (1.5+3/1.5)2 Editor  Pare

1.78

mastre (1, 75+31.75)72

1.732142857142857

mastre (1, 732142857 142857+3/1 732142857 142857y 2
1.7320508100147276

mastra 1,7320508100147276°1.7320508100147276-3
0.0000000084 72675

masire [Aproxmagdo com erro menar que 0,00000001]
Aproximag3c com erro menor gue 0,00000001

Podemos observar que ao calcular uma aproximacao da raiz quadrada por este
metodo a convergéncia ocorre muito rapido. Isto faz com que este metodo seja e ciente
guando se deseja uma aproximacao com poucas casas decimais. Observe que com duas
iteracees ja conseguimos uma aproximacao excelente. Para mais detalhes sobre a prova do
Metodo pelo Princ pio da Inducao Matematica e tambem uma discussao sobre a velocidade
de convergéncia da recorréncia consultar os Apéndices deste trabalho.

Segue como sugestao de atividade a implementacao deste metodo no editor, talvez
neste momento eles ja tenham maturidade su ciente com o programa para resolver tal
problema. Seria interessante bolar uma linha de codigos que va calculando aproximacees
ate um certo erro pre-determinado, e que faca o programa parar quando encontrar tal
erro.

Vale ressaltar que esta aula, tambem pode ser feita na sala com aux lio de uma boa
calculadora cient ca. Alem disso nos dias atuais ja temos celulares com boas calculadoras
algebricas, que tambem seriam uma boa opcao. Resolvi fazé-la com o X-LOGO para
mostrar que os resultados cam melhor compreendidos neste programa pela interacao
gue o mesmo faz com o seu usuario. Vamos listar abaixo alguns conteudos que podem ser
trabalhados nesta atividade a n vel fundamental.

decimais.
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fracees.
media aritmetica.
ra zes quadradas.

ideia de recorréncia.

2.2 POLIGONOS REGULARES

Inicialmente construiremos pol gonos regulares utilizando apenas primitivas a m
de fazer uma conjectura que nos pemitira todos os pol gonos regulares em funcao do seu
numero de lados. Alem disso esta secao nos permitira estudar os seguintes conceitos
matematicos:

segmento.
angulos interno e externo.
soma de &ngulos internos e externos de um pol gono qualquer.

Vale ressaltar que que tambem aparecem ideias basicas de programacao nesta secao. Sao
elas:

leitura e armazenamento de valores de variaveis aleatorias.

lacos.

2.2.1 CONSTRUCAO DO TRIANGULO EQUILATERO

A construcao do tri@ngulo equilatero depende do conhecimento de suas proprie-
dades basicas, a saber, trés lados iguais e trés &ngulos iguais. Portanto utilizaremos a
primitiva pf para movimenta a tartaruga para frente, e a primitiva pd para mover a tar-
taruga para direita. A medida do segmento nao e importante, desde que sejam todos
iguais. Por esta razao vamos Xxar 100 passos de tartaruga como medida. Seguem abaixo
0s comando que constroem um triangulo equilatero.
pf 100 pd 120
pf 100 pd 120
pf 100 pd 120
Observe que como 0s comandos se repetem trés vezes, utilizar o comando repita ajudaria
muito na construcao, haja vista que, podemos construir o tri@ngulo de modo mais pratico
com este comando. Observe como caria digitando o comando abaixo na caixa de entrada.
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Pol gono regular

Numero de lados

Angulo externo em graus

Comando

triangulo equilatero 3 % repita 3 [PF 100 PD 120]
quadrado 4 30 repita 4 [PF 100 PD 90]
pentagono 5 30 repita 5 [PF 100 PD 72]
hexagono 6 30 repita 6 [PF 100 PD 60]
eneagono 9 0 repita 9 [PF 100 PD 40]
decagono 10 360 repita 10 [PF 100 PD 36]

dodecagono 12 30 repita 12 [PF 100 PD 30]
icosagono 20 300 repita 20 [PF 100 PD 18]
n-agono n 360 repita n [PF 100 PD 3]

Tabela 2.1: Tabela de construcao de pol gonos regulares

repita 3[pf 100 pd 120]

2.2.2 CONSTRUCAO DO QUADRADO

Agora a gura que desejamos construir deve ter todos os seus lados e angulos

iguais. Como o objetivo e apenas utilizar primitivas podemos pensar da mesma forma da

secao 2.2 atentando para o fato de serem quatro lados iguais. Seguindo a mesma logica

utilizaremos as primitivas pf e pd:
pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90.

2.2.3 CONSTRUCAO DE UM POLIGONO REGULAR QUAL-

QUER

De posse das ideias trabalhadas nas seccees 2.2.1 e 2.2.2, observamos que ao dividir

0 angulo de 360 pelo numero de lados do pol gono que desejamos construir obteremos o
angulo que a tartaruga deve girar(angulo externo) para fazer sua construcao. Tambem
observamos que o numero de lados do pol gono e igual ao numero de vezes que as primitivas
se repetem no procedimento. A tabela 2.1 ilustra a situacao:

A tabela 2.10.4 e uma conjectura que pode ser provada a partir do angulo interno
de um pol gono regular. Sabemos que um pol gono de n lados, possui n vertices e portanto
n angulos internos todos iguais, ja que ele e regular.

Lema 2.2.1. Um pol gono regular de n lados pode ser dividido em n
180 (n 2)

2 triangulos, e
cada angulo interno (a;) possui medida a; =
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Demonstracao. A prova do lema 2.2.1 e simples. Basta observar que de cada vertice
partem n 3 diagonais (nao contam os vertices adjacentes nem o vertice escolhido) como
mostraa gura 2.2, portanto este pol gono ira formar, a partir deste verticen 3+1=n 2
triangulos.

Figura 2.2: Numero de tri&ngulos que podem ser formados a partir de um vertice

NN K w

quadrado pentagono hexdgono heptagono octégono decagono

Agora pelo fato da soma dos &ngulos internos de cada tri@ngulo ser 180 , teremos

gue a soma de todos os &ngulos internos sera 180 (n  2), e como o pol gono possui n,

. : L 180 (n 2
isto resulta que cada angulo interno tera medida igual a # H

36%gora vamos mostrar que em um pol gono regular cada angulo externo mede :

n

Qe

Demonstracao. De acordo com o lema 2.2.1 se dividirmos o pol gono regular em tri@ngulos,
. . 180 (n 2

ele formara n 2 triangulos, e cada angulo interno mede a; = %

Como o &angulo interno e seu correspondente &ngulo externo sao suplementares, temos

que:

aj+a. =180 $

180 2
#+ae:180$
180 360
N 4 =180
n
360

180 r +a, = 180

360
E portanto a, = — O
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lados dele. Fizemos tal procedimento no editor de texto, segue abaixo a lista de
procedimentos.

aprenda pol gono
leia[ Informe a quantidade de lados do pol gono regular que deseja desenhar?] "n
atr "'pol gono pri :pol gono
repita :n [pf 50 pd 360/:n]
m
Apos feito isto deve-se clicar no botao que tem o desenho da tartaruga. O programa
respondera com a seguinte mensagem:vocé de niu pol gono. A gura 2.3 ilustra a situacao.

Figura 2.3: Procedimento de generalizacao

Editor a x
uvo Ediclo Femamentss Ajuda H coior )

Comando: E . .
* \.i'r e = = ‘H:"“ e C%;:-E?fmc P'ZI'?IG ?:C—L LAR QUE DESEJ4 DEﬁl t
> | : ® 3
® ] :
: & | ¥ 5
al ¥ [
% j |
. E

¥
R
5

R
R

13

== !
R

|
e

P comando principal

Para testar o procedimento basta digitar na caixa de entrada a palavra pol gono.
Feito isto programa ira interagir com o usuario, abrindo uma janela com a mensagem:
Informe a quantidade de lados do pol gono regular que deseja desenhar? ao digitar o

numero de lados o programa imediatamente desenhara o pol gono desejado. A gura 2.4
ilustra a situacao.



Figura 2.4: Resposta do programa ao procedimento
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A gura 2.5 mostra o resultado da construcao de um octogono.
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Figura 2.5: Construcao de um pol gono de 8 lados utilizando o procedimento feito no

editor de texto

o
Arquten Edplc Faramsmias duds

Camandn

- § - =
potgone

2

IHFCRME A QUANTIOADE OF LADCS [0 FOLIGOND ADGULAR QUE OESEA Dl SRS

A

Esta secao e muito importante para melhorar a visao geometrica dos discentes, pois
as construcees dos pol gonos necessitam de um conhecimento teorico previo da situacao
problema. Eles precisam saber qual e 0 @ngulo de giro necessario para fazer sua construcao.
O aprendizado e maior quando os discentes percebem sem o aux lio do professor a relacao
que existe entre o angulo de giro e o numero de lados do pol gono. Tambem e importante
para esta atividade, que os alunos percebam que a medida dos lados dos pol gonos tratados
nesta secao sao irrelevantes pelo fato de se tratarem de guras regulares. quanto mais
autonomia os discentes tiverem mais irao progredir com o software.
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2.3 ALGORITMO DE EUCLIDES

2.3.1 O MAXIMO DIVISOR COMUM

Antes de falar do maximo divisor comum, vamos primeiro de nir o que e um divisor
de um numero inteiro.

Teorema 2.3.1. Dados dois nuneros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo
ajhb, quando existir um ¢ 2 Z, tal que b =c a. Neste caso, tambem diremos que a e um
divisor ou um fator de b ou, ainda, que b e um multiplo de a, ou que b e divis vel por a.

O conjunto formado pelos divisores comuns de a e b e denotado por D(a;b) . Vale
ressaltar que sendo o numero 1 divisor de qualquer numero inteiro, em particular, se
forem escolhidos numeros a e b, certamente 1 sera um divisor comum de ambos. Logo, 0
conjunto D(a; b) e nao vazio, pois 1 2 D(a;h).

Se a & 0 e d for um divisor de a e b, entao jdj  jaj. Logo o conjunto D(a;b) e
limitado e tem um elemento maximo, ou seja, existe um divisor comum de a e b maior
que todos os demais. Analogamente, para b & 0, o conjunto D(a;b) tambem tem um
elemento maximo. O unico caso que D(a;b) nao e limitado superiormente e o0 conjunto
D(0;0), ja que zero e multiplo de qualquer inteiro. Usaremos a notacao (a; bh) = mdc(a; b)
para denotora 0 maximo divisor comum entre 0s numeros a e b.

Exemplo 2.3.1. Agora apresentamos o Algor tmo de Euclides para o calculo de mdc(a; b).
(15;6) = (15;9) = (9;6) = (6;3) = (3;3) = (3;0) , mdc(15;6) = 3.

Alternativamente escrevemos:

(15,6) = (6,15 {2 6) =(6,3) =(3,6 {2 3)=(3,0) , mdc(15;6)= 3

Vamos demonstrar a validade do Algoritmo de Euclides.

Demonstracao. Sejam a e b dois numeros inteiros positivos, podemos supor sem perda de
generalidade que a > b. Se d um divisor comum de a de b. Entao pela divisao euclidiana

teremos:
a=d kl
b=d k2

Note que k; > kj, pois a > h.

Entao a diferencaa b:a b=d k; d kyda teremos:a b=d (ki k),
observe que a diferenca k; k, > 0.

Segue-se que d divide a b.

Mostramos que se dja e djb, entao dj(a h).

Agora mostraremos que se d e um divisor de ae a b, entao d divide b.






